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束 と群 とにおける許容関係の比較
芝 原 茂
E.C.ZEEMANが,反射的かつ対称的である2項関係 として許容関係を定
義 して以来,1.CHAJDA,B.ZELINKA,J.NIEDERLEなどにょって,
代数構造 と両立す る許容関係の性質が研究されてきた。本稿では,束 と両立す
る許容関係と,群 と両立する許容関係 との比較を試みたい。
集合Aの 上の2項関係Tが 反射律と対称律とを満たす とき(推移律は必ず
しも満たす必要はない),Tを許容関係 とい う。0多=(A,F)を空 ならざる集合
Aを基 とする代数構造 とする(Aは代数構造 α の元の全体を表わ し,Fは α
における有限項演算の集合を表わす)。集合Aの 上に与えられた許 容関係T
がSUBSTITUTIONPROPERTYを満たす ときそのときにのみTは 代数
構造 α と両立するという:
SUBSTITUTIONPR●PERTY:任意のπ項演箕 ∫∈Fと,Aの 任意の
2n個の元xl,…,xn,ツ1,…,施に対 して,
(xi,yz)∈T(i1,…,n)ならぽ
(f(x、,…,記・),メ(ツ1,…,ツの)∈Tで ある。
もしTが 代数構造 α と両立する許容関係であって,し かも推移律を満たせ
ば,それは α における合同関係 となることは明らかである。
Tが 代数構造 α と両立する許容関係であるとき,α はT一許容代数構造 で
あるとい う。
1
命題1.Gを 群 とし,Tは 集合Gの 上に定義された許容関係 とする。
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もしGが その乗法に関 してT一許容半群であるとすると,GはT一 許容群であ
る。
証明GがT一 許 容半群 である とい うことは,Gの 任意の4元xi,x2,
ッ1,y2に対 して@1,ッ1)∈Tか つ(.xz,ッ2)∈Tならば(xlx2,ッ1ッ2)∈Tで
あ るとい うことであ る。GがT一 許容群 であることを証 明す るためには,Gの
任意の2元x,ッ に対 して ◎,y)∈Tの とき(¢輯1,ごゾ1)∈Tと なることを証
明すれぽ十分であ る。
今Gの 単位元をeと す る。(x-1,淀厂1)∈T,(ッー1,1y-)∈Tは常 に真であ る
か ら,@,y)∈Tと す る と,((x-1のッ嘯1,Cx-ly)ヅ1)∈Tも真,即 ち(ey-1,
記一1の∈Tが 真 とな り,Tの 対称性 か ら@-1,ッ輯1)∈Tとな る。Q.E.D.
命題2.GをT一 許容群,eをGの 単位元 とす る。(e,x)∈Tで あ る
よ うな元x∈Gの 全体HはGの 正規部分群 である。
証 明x∈H,y∈Hな らば(e,x)∈T,(e,ッ)∈Tで あ る。 従 って
(e,xy)∈Tとな るか らxy∈Hが 成 り立つ。 又x∈Hな らば(e,x)∈T
であ るか ら(e,ガ1)∈Tが 真 とな り ¢-1∈Hも成 り立つ。 故にHはGの 部
分 群であ る。 次 にz∈G,x∈Hと す ると 色,z)∈Tか つ(z-1,z-1)∈Tか
つ(e,x)∈Tで あるか ら,(z-lez,z-lxz)∈Tとなる。 即 ち(e,z-lxz)∈T°
であ るか ら,z-lxz∈Hが 成 り立つ。 従 って任意 のz∈G,x∈Hに 対 して
z-lxz∈Hが成 り立つか ら,HはGの 正規部分群 とな る。 Ω.E.D。
Tを集合Mの 上の許容関係 とする。Tの グラフr(7')とい うのは次のよ
うな図式のことである:①Mの 元を頂点 とする。②Mの2元x,ツ に対 して
(x,の∈Tの ときそのときにのみ頂点xとyと を線分で結ぶ。 又,グ ラフの
どの2項点も必ず線分で結ばれているとき,それを完全グラフとい う。
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命題3.GはT一 許容群であるとする。この許容関係Tの グラフr(T)
は,そ れぞれが完全グラフであるような連結成分か ら成 り,しかも各連結成分
は対 ごとに互に同型である。
証 明 命題2に よって,(e,の∈Tで あ るよ うなx∈Gの 全体HはG
の正規部分群 であった。x∈H,y∈Hの ときは,(e,x)∈Tか つ(e,y)∈T
かつ@,の ∈Tで あ るか ら,axe,ey)∈T,即ち@,y)∈Tで あ る。 故にx
とyと は グラフr(T)に おいて線分で結ばれてい る。従 ってr(T)の 部分 グ
ラフの中,Hに よって生成 された 部分 グラフは 完全 グラフであ る。 次 に任意
のz∈Gに 対 して,群Gの 中 の剰 余類zHを 考}よ う。 今任意 のx'∈zH,
ヅ∈zHを とると,Hの 中にx'=zx,ヅ=剛 とな る元x,yが 存 在す る。x,
y∈Hで あ るか ら前述の よ うに(x,y)∈Tで あ る。 これ と(z,2)∈Tと で
(zx,型)∈T即 ち(ゴ,ヅ)∈Tが 成 り立つ。 従 って剰余類2Hに よって生成
された部分 グラフも完全 グラフであ る。Gの2元 荷,22に対 し,z1H≠z2Hと
なる2つ の剰 余類 を考}よ う。xl∈21H,x2∈z2Hとす ると ¢1=飭ッ1,鞠=22ッ2
を満 たす ッ1∈Hとy2∈Hが 存 在す る。 もし(xl,x2)∈Tだ とす ると
(z、ッ1,之2ッ2)∈Tが成 り立 つこ とに なる。(214,2ゴ1)∈Tであ るか ら,(ッ1,
2f1乞2ッ2)∈Tが真 とな り,(ッ1-1,ッゴ1)∈Tか ら,(e,2ゴ122ッ2ッ1嵐1)∈Tも成
り立つ。従 って 之ゴユ之2ツ2ツゴ1∈Hで あ る。 ところが ツ1,y2∈Hであ ったか ら,
ツ1ツゴ1∈Hで ある。従 ってZゴ122ツ2ツ1-1ツ1ツ2-1=Z1-122∈Hとい う結果にな る。
これか らz1(2ゴ1)22=22∈宕1Hが導かれ る。異 なる剰余類 は互 に素 でなければ
な らない か ら,上 のこ とはz2H=z1Hを 意味す る。 しか しこれ は 之1H≠z2H
とい う仮定 と矛盾す る。 従 って群GのHyTよ る異 る剰 余 類 の元 は,グ ラフ
r(T)に おいて線分 で結ばれていない。 故 に,任 意 の剰余類zHは,そ れ ぞ
れが グラフr<T)の 連結成分 を生成 し,し か もその連結成分 は 完全 グラフで
ある。又,グ ラフr(T)の 連結成分 は,互 に同数 の頂点を 持 ってい るか ら,
対 ご とに同型 である。 Ω.E.D.
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命題4.Gを 群 とし,GはT一 許容半群 とするとTはGに おける合同
関係である。
証明 命題1に よって,群GがT一 許容半群であれぽGはT一 許容群と
なる。命題3に よって,Tの グラフr(T)はそれぞれが完全グラフである連
結成分からなる。従ってTはGに おける合同関係である。Q.E.D.
命題5.次 の性質(P)を持つ束Lが 存在する。
(P)束.Lにおいて,それ と両立する許容関係ではあるが合同関係ではない
2項関係が存在する。
証 明 図1の ハ ツセ図を持 った束Lを 考}よ う。五にお
け る2項 関係Tを 次 の様 に定義す る。
(x,y)∈T⇔xとyと が 同時 に区間(0,b)に属す るか,
同時に区間 〈c,f>に属す るか,又 は 同時 に
区間 〈e,1>に属す るか のいずれ かであ る。
この関係Tは 明 らかに許容関係 であ る。(xl,ッ1)∈Tかつ
(x2,夕2)∈Tとす る。 も しx、,ッ1,x2,y2が同時 に同 じ区間 に
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属す るな らば,(£1Az2,y、ny2)∈T,(xiVxz,ッ1Vッ2)∈Tがいずれ も真 であ
る。 も し 謬1,y・が同時に区間 〈0,b>に属 し,x2,y2が同時に区間 〈e,1>に
属す るな らば,x、A∬2=∬1ッ1Aッ2一ッ1,x1Vx2=x2,ッ1Vッ2=ッ2であ るか らや
は り(記1A∬2,ッ1Aッ2)εTかつ ¢1v必2,ッ1vッ2)∈Tである。又 も しxi,」y1
が 同時に区間 く0,b>に属 し,x2,y2が同時に区間 〈c,f>に属す るな らば,
苅Aκ2と ツ1八yZとは共に区間 〈0,b>に属す るし,xiVx2とッ1Vツ2とは共
に区間 〈c,f>に属す るか ら,(xl八x2,ツ1Aツ2)∈Tかつ(xlVx2,ツ1Vツ2)∈:T
で ある。£1,ツ1が同時に区 間 〈c,f>に属 し,x2,ツ2が同時に区間 〈e,1>に
属す る場 合 も同様 の ことが言}る 。従 ってTは 束Lと 両 立す る。 しか し(d,
f)∈Tか つ(f,9)∈Tで はあ るが}(d,9)年丁 であるか ら,Tは 合 同関係
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Q.E.D.
命題6.命 題5に おける性質(P)を持つ完備な分配束Lが 存在する。
証 明 集 合L={副 一10≦x≦10,xは 実 数}に 通 常 の 大 小 を 順 序 と して
導 入 す る と,こ れ は 完 備 な 分 配 束 と な る 。 こ こ に お け る2項 関 係Tを 次 の 様
に 定 義 す る 。
(x,ッ)∈T⇔x-yl≦1
Tは 明 ら か に 許 容 関 係 で あ る。(xl,ッ1)∈Tか つ(x2,yz)∈Tと す る。xl≦x2,
ッ1≦y2の と き は,¢1A22=¢1,ッ1Aッ2=ッ1で あ る か ら1(xl八x2)一(ッ1Aッ2)1
=1亀 一ツ11≦1で あ り ◎1A碗,ツ1Aツ2)∈Tと な り,xlVx2=x2,ツ1Vツ2=ツ2
で あ りi(xlVx2)一(ツ1Vツ2)1=1x2-y21≦1で あ る か ら(xlVx2,ツ1Vツ2)
∈Tと な る 。xl≧x2,y、≧y2の と き も同 様 。xi≦x2,ッ1≧y2の と き は,飭Aヱ2
=xi,ツ1八yZ=y2で あ る が,-1≦xl-yi≦xl-y2≦x2-y2≦1が 成 り立 つ か ら
1(xl八x2)_(ッ1八y2)=lxl-y2≦1で あ り@A¢2,ッ1八y2)∈Tと な る。 又
_1≦x1-yi≦x2_ッ1≦xz-y2≦1で あ る か ら,1(x1Vx2)一(ツ1Vツ2)!=1¢2一ツ1i
≦1も 成 り立 ち(xlVx2,ツ1Vツ2)∈Tと な る 。x、≧xz,ツ1≦y,の と き も 同 様 。
従 っ てTは 束Lと 両 立 す る 。 し か し(0,1)∈Tか つ(1,2)∈Tで は あ る が
(0,2)年丁 で あ る か ら,Tは 合 同 関 係 で は な い 。Q・E・D・
完備な分配束においてさ},束 の構造 と両立す る許容関係ではあるが合同関
係ではないような2項 関係が存在 し得乙。 しかし群においては,そ の構造 と両
立す る許容関係は必然的に合同関係になる。従 って,そ の代数的構造 と両立す
る許容関係 とい う概念は群においては特別の意味を持たないが,束 においては
意味を持つ。
II
次),r代数構造 の直積 と両立す る許容関係について考 察 しよ う。
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命題7.L,L、,LZを 束 とす る。L=L、×L2で あ るとし,TはLと 両
立す る許容関係であ るとす る。L、 の任意 の2元a,bに 対 して次の3つ の条件
は同値 である。
(i)((a,の,(b,の)∈Tであるよ うなu,v∈LZが 存在す る
(ii)((ca,の,(b,x))∈Tである ようなx∈LZが 存在す る
㈹ すべてのy∈LZに 対 して((a,y),(う,y))∈Tであ る
証 明 ㈹ ⇒(ii)⇒(i)は明 らかであ る。
(i)⇒(ii)を示 そ う◎
((a八b,πVの,(anb,%Vの)∈Tは四 らかであるか ら,こ れ と((a,の,
(b,v))∈Tとか ら((aV(αAの,uV(%Vτ)),(bV(anb),曽V@Vτ)))∈T
即 ち((a,uVv),(6,%V刀))∈Tが得 られ る。
(ii):〉㈱ を示そ う。 、'
あるx∈LZに 対 して((a,の,(b,,x))∈Tであ るとす ると,す べて のy
∈L2に対 して((αAゐ,y),(anb,y))∈Tであることと併 せて,((αy(αAの,
詔Vの,⑦V(αAの,xvy))∈ 丁 即 ち((a,xvy),(b,xVy))∈Tが得 られ
る。一方((aVb,y),(aVb,y))∈Tであ るか ら,交 わ りを とって((a,y)9
(b,y))∈Tが結果す る。Q.E.D.
代数構造 α と両立する許容関係の全体をTL(α)と表わす ことにする。明
らかにこれは空集合ではない。 なぜか と言えば相等関係1(x=yの ときその
ときにのみ(x,y)∈1)と普遍関係 σ(任意の対@,ッ)が すべて σに属す
る)とはいずれ もα と両立する許容関係であるか らである。TL(α)は1を
最小元,σ を最大元 として持ち,集 合の包含関係を順序 として持つ完備束で
ある。同様に,代数構造 α における合同関係の全体をcL(α)と表わす。当
然CL(α)はTL(α)の 部分集合であ り,1を最小元,σ を最大元 として
持つ。 しか もTL(の と同様に完備束である。
一82一
束 と群とにおける許容関係の比較
命題8.L,L1,LZを 東 とし,L=L1×LZで ある とす る。TはLと 両
立 す る許 容関係であ るとして,fl(T),ゐ(T)を次 の ように定義す る。
(a,の∈五(T)⇔ 任意 のx∈L2・に対 して((a,④,(b,の)∈T;
(C,d)∈ル(T)〈⇒ 任意 のy∈L1に 対 して((y,の,(y,d))∈T.
五(T)あ るいは ル(T)は それぞれL1あ るいはL2と 両立す る許容関係 とな
る。 しか も写像 五:TL(L)→TL(L1)と写像'ル:TL(L)→TL(五2)とは い
ず れ も束 準 同型写像であ る。'
証 明 五 に対 して証 明すれ ぽ 十分 であ る。 五(T)は 明 らかに許容関係
であ る。今(al,b、)∈五(T),(a2,b2)∈五(T)と す る。任意のx∈LZに 対 し
て((a、,x),(b、,x))∈Tかつ((QZ,x),(b2,x))∈Tであ ることとな り,任
意の 記∈L2に 対 して((al八a2,x),(b1八b2,x))∈Tかつ((alVa2,x),
(blvb2,x))∈Tが得 られ るか ら,@Aα2,blnb2)∈fl(T)かつ(aiUaz,
blVb2)∈五(T)が 結果す る。従 って 五(T)はL1と 両立す る。
次に写像 五 が束 準同型写像 であることを示す ためには,TL(L)の 任意 の
許容関係s,Tに 対 して,五(S八T)=,fi(S)A五(T)かつ 五(SvT)=メ1(S)
V五(T)で あ ることを示せ ば十分であ る。(a,の∈五(SnT)⇔ すべ てのx
∈L2に 対 して((a,x),(b,x))∈5AT⇔すべてのx∈LZに 対 して((a,
諾),(b,の)∈Sかつ((a,の,(b,x))∈Tぐ⇒(a,の∈∫、(s)かつ(a,の∈五(T)
であ る。従 って五(SnT)=五(s)A五(T)である。(a,の∈五(SvT)〈⇒ す
べて のx∈L2に 対 して((a,x),(b,の)∈8vT⇔((a,y),(b,y))∈SvT
となるy∈LZが 存在す る⇔ あ るy∈LZ,あ る束 多項式 ρ,あ る2n個 の順序
対(al,u、),…,(an,un),(b、,v、),…,(bn,τの∈Lカ ミ存在 して,((Lli,%の,
(bz,τの)∈S又 は((砺uy),(bi,τの)∈Tで あ り,同 時に ρ((a1,ul),…,(an,
un))e(a,y)かつp((bl,τ1),…,(bn,跏))=(b,y)が成 り立 つ⇔ あ るy
∈LZ,ある束多項式p,あ る2η個 の元a1,…,an,b1,…,bn∈五1,あるn個 の
元 ッ1,…,yn∈LZが存 在 して,((ai,ッの,(bi,ッの)∈S又 は((ai,ッの,(bi,
yz))∈Tであ り,同 時 にp((al,ッ1),…,(an,ッの)e(a,y)かつp((bl,ッ1),
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…,(bn,夕。))e(b,y)が成 り立つく⇒(砺,ろの∈五(S)又 は(ai,6の∈五(T)
であ って,同 時に ρ(al,…,αの=α かつ ヵ(bl,…,6の=ゐとな るような束
多項式ρ と2n個 の元Q1,…,an,bl,…,bn∈為 が存在す る⇔(a,の ∈
fi(S)Vノヨ(T).Q.E.D.
命 題9..L,L1,L2を 束 としL=L1×L2で あるとす る。
TL(L)望TL(L1)×TL(LZ)である。
証 明 写 濛∫:TL(L)→TL(」し、)×TL(L2)を.f(T)=(,fi(T),f2(T))
で定義す る。前命題 よ り ∫(S)of(T)e(五(S),ル(s))V(fl(T),f2(T))e
(.f1(s)V/1(Z'),ル(s)v.f2(T))=(五(SvT),ル(SvT))=f(8vT)が成 り
立つ。同様に ∫(SnT)=f(S)八メ(7')も成 り立つ。従 って写i束 準同型
写像であ る。 今(T、,TZ)をTL(L1)×TL(LZ)の任 意の元 とす る。 これに
対 してLの 上 の2項 関係Tを((a,の,(C,d))∈T⇔(a,の ∈T1(b,の∈
TZに よって定義す る。Tは 明 らかに 五 と両立す る許容関係であ り,命 題7よ
り明 らかに ∫(T)e(T1,772)である。従 って この写像 ∫は全射 である。 次に
∫(S)-f(T)とす る。((a,の,(C,d))∈Sならば,(a,の∈五(s)か つ(b,
d)∈ル(S)で あ るか ら同時に(a,の∈五(T)か つ(b,の ∈ゐ(T)と なる。
従 ってすべて のx∈ 五2に 対 して((a,x),(C,x))∈Tであ り,同 時にすべ ての
y∈L1に 対 して((y,の,(y,d))∈Tであ る。特 に((a,bnd),(o,うAの)
∈Tか つ((anc,の,(anc,d))∈Tが成 り立 つか ら結 びを とって((a,の,
(C,d))∈Tが成 り立つ。故にS⊆Tが 成 り立つ。 同様 に してT⊆Sも 成 り
立つか らS=Tで ある。故V',fは単射であ る。従 って∫ は束 同型写像 であ る。
Q.E.D.
2個の束の直積の上の両立許容関係束は,それ らの束の両立許容関係束の直
積 と同型であることが証明されたが,群 の直積においては同様の結果は出てこ
ない。
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命 題10.CL(G)とCL(G1)×CL(G2)とが同型 でない ような群G1,G2,
G、×GZ=Gが 存在す る。
証 明G1=G2={e,a}はeを 単 位 元 とす る群 で あ る とす る 。G、=GZに
お け る 合 同 関 係 は 普 遍 関 係U1={(e,の,(a,a),(e,の,(a,の}と 相 等 関 係
Il-{(e,e),(a,a)}の2つの み で あ る 。G1×G2=Gに お け る 合 同 関 係 は 次 の
5つ で あ る 。
U=普 遍 関 係,
1=相 等 関 係,
S={((e,e),(a,e)),((a,の,(e,e)),((e,a),(a,a)),((a,a),(e,a))}UI,
T={CCe,e),Ce,a)),CCe,a),Ce,e)),CCa,e),Ca,a)),CCU,a),Ca,e))}UI,
R={((e,e),(a,a)),((a,a),(e,e)),((e,a),(a,e)),((a,e),(e,a))}UI。
従 っ てCL(G)は5個 の 元 の集 合 で あ り,CL(G、)×CL(GZ)は4個 の 元 の 集
合 で あ る か ら,同 型 に は な り得 な い 。Q.E.D.
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